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HAROMSZOG SZERKESZTESI FELADATOK LETREHOZASA
INTERAKTIV GEOGEBRA APPLETKENT

CREATING TRIANGLE CONSTRUCTION EXERCISES AS
INTERACTIVE GEOGEBRA APPLETS

Peter VAJO®®

ABSTRACT

With the growing significance of technology-based education and the advancements in
Computer Algebra and Dynamic Geometry systems, automated tools for interactive learning
have attracted significant attention. Nonetheless, the scarcity of interactive open-source online
tools for geometric construction problems that offer feedback has hindered their wider
implementation within the educational system. In this work, the focus will be on triangle
construction problems within the broader topic of geometric constructions. Emphasis will be
placed on methods for creating interactive triangle construction applets in the widely popular
GeoGebra software. The necessary steps will be outlined to enable mathematics teachers to
create interactive GeoGebra applets with automatic evaluation for a diverse range of triangle
construction problems.
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BEVEZETO

Az oktatasi technologidk gyors fejlédése miatt egyre nagyobb sziikség van dinamikus matematikai
szoftverekre a matematika oktatasaban (Stols & Kriek, 2011; Zengin & Tatar, 2017). A kiillonb6z6
technologidk, matematikai szoftverek hasznalata képes javitani az oktatds mindségén, gazdagitani
a geometria vizualizacidjat, lehetéséget teremteni a kreativ gondolkodasra, tanulékézpontu Iégkor
létrehozasara, a tanulok figyelmének tartosabb megragadasara és Oket motivalva mélyebben
bevonni a tanulasi folyamatba (Sanders, 1998; Bhagat et al., 2015; Hegedus et al., 2015; Stols &
Kriek, 2011).

A geometria fogalmi megértéssel torténd elsajatitasa olyan megfeleld6 modszerek
alkalmazasat igényli, amelyek aktivan bevonjak a didkokat, és timogatjak dket abban, hogy 6nallo,
kritikus gondolkoddk és dnvezérelt tanuldk legyenek (Gurmu et al., 2024).

A GeoGebra egy ingyenesen elérhetd oktatasi szoftver, amelynek vilagszerte tobb mint 100 millio
felhasznaldja van (Botana et al., 2024). Elérheté a weben €s a GeoGebra alkalmazason keresztiil,
szamitogépeken, tablagépeken és okostelefonokon egyarant, a GeoGebraval késziilé appletek
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pedig integralhatéak tanulds menedzsment rendszerekbe is (Csiba & Vajo, 2024). A Geogebra
szoftver élénk és dinamikus tanulasi kdrnyezetet teremt, ahol a memorizalas helyett a fogalmi
tanulas és a problémamegoldason alapul6 tanulés kertil el6térbe (Tatar & Zengin, 2016; Suweken
2020).

Ezen munka célja felhasznalni a GeoGebraban rejlé lehetdségeket interaktiv,
automatikusan kiértékelddo appletek 1étrehozasara, amelyek kiilonb6z6 oktatasi szinteken (kozép-
¢s felsGoktatas) jarulnanak hozza a haromszog szerkesztési feladatok témakdrenek tanitasahoz és
tanuldsdhoz. Bemutatasra keriilnek azon szilkseges Iépesek, amelyeket elvégezve, reprodukalva,
jol miikddo interaktiv appleteket tudunk létrehozni a haromszog szerkesztési feladatok témakaorére.

Elméleti alapok

Haromszdg szerkesztési feladatok esetében fontos tisztaban lenniink a ha&romszdg szdgei és oldalai
kozti 6sszefuggésekkel, nevezetes vonalaival, nevezetes pontjaival és ezek tulajdonségaival:

e A haromszdg belsd szogeinek dsszege 180°.

e A haromszdgben a nagyobb oldallal szemben fekvé szog is nagyobb (tk. a Szinusz-tétel).

e A hiromszdg oldalfelezd merdlegesei egy pontban metszik egymadst. Ez a haromszdg koré
irhato korének kozéppontja.

e A haromszog belsé szogfelez6i egy pontban metszik egymast. Ez a haromszogbe irhato
kor kdzéppontja. A haromsz6g magassagvonalai egy pontban metszik egymast. Ezt a
haromszdg magassagpontjanak nevezzuk.

e A héaromszdg sulyvonalai egy pontban metszik egymast. Ezt a pontot a haromszdg
sulypontjanak nevezzik. A sulypont a sulyvonalakat a cslcstdl szamitva 2:1 aranyban
osztja.

e A haromszog oldalfelezd pontjait 0sszekotd szakaszokat a hdromszog kozépvonalainak
nevezzik.

e A haromszog barmely kdzépvonala parhuzamos az oldalfelezési pontjat nem tartalmazé
oldalaval és fele akkora hosszi. A 3 kdzépvonal 4 egybevagd haromszdgre bontja az
eredeti haromszoget.

Emlitésre méltd még a megszerkeszthetdség szempontjabol példaul olyan elengedhetetlen
feltételek ¢és tulajdonsdgok teljesiilése, mint a haromszog egyenldtlenség (barmely két oldal
hosszanak az 6sszege nagyobb kell hogy legyen a harmadik oldal hosszandl), vagy hogy egy
sulyvonal hossza sosem lehet kisebb az ugyanazon oldalhoz tartozé magassag hosszanal.

Tovabba, a haromszdg szerkesztési feladatok esetében elengedhetetlen a mértani helyek
szerepe. Egy meghatarozott kritériumoknak megfeleld pontok halmazat mértani helynek
nevezziik. A mértani helyek alapvetd fontossagliak a haromszog szerkesztési feladatokban, mivel
ezen feladatok megoldasahoz meg kell vizsgalni a megadott adatokat, majd meg kell hatarozni a
feltételeknek megfeleld pontok mértani helyét. A mértani helyek kozé tartoznak a korok, a
parhuzamos egyenesek, a felezGmerdleges, a szogfelezok, Thalesz-kor, az ellipszisek, parabolak,
hiperbolak és az Apolléniusz-kor. A szerkesztési feladatokban, ahogy Varga (1969) is irja, a
mértani helyeket gyakran implicit modon hatarozzak meg (pl. Hatarozzuk meg a megadott
egyenestdl 4 cm-re 1évé pontok mértani helyét!).
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Haromszdg szerkesztési appletek Iétrehozasanak lépései

A kovetkezokben bemutatasra keriilnek haromszog szerkesztési feladatok GeoGebraban torténd
megvaldsitasainak lépései. Az 1. abran lathatd egy kész applet megjelenése. Az applet tartalmazza
az altalunk valasztott feladat szovegét, a szovegben a sikeres megoldashoz sziikséges adott
adatokkal. Ezek az adatok (magassagvonal és stlyvonal hossza) véletlenszerlien generalodnak,
minden egyes frissités utan Uj adatokkal szembesiil a megoldd. Tovabba az appletek tartalmaznak
egy modositott eszkoztarat, valamint harom dedikalt gombot, ezek balrdl jobbra haladva: az
Ellen6rzés Gomb, a Segitség Gomb, és a Frissités Gomb. Ezek a gombok ebben a munkéban
részletesebben nem lesznek taglalva.

A N
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Szerkessz derékszogii haromsziget, ha az atfogohoz tartozé magassag
hossza 4.8 cm, és az atfog6hoz tartozo silyvonal hossza 7.8 cm! . LD

1. abra: Egy kivalasztott hAromszog szerkesztési applet kinézete megnyitas utan
Forrds: Képernydkép, GeoGebra applet

Egy érdekes észrevétel lehet az appletek szerkesztési fellleteinek Uressége — nem
tartalmaz eldre megszerkesztett kiinduldsi objektumot, amibdl folytatnia kell a megoldonak a
szerkesztést. Ezzel a megvalositassal nagyobb szabadsagot tudunk nyujtani a megold6 felé a
helyes megoldas megszerkesztésének kapcsan, mivel nem korlatozzuk a legelso szerkesztési lépést
sem. El6fordulhat, hogy a didk mas szerkesztési lépéseket vagy a szerkesztési 1épések mas
sorrendjét hasznalva jut el a helyes megoldasig. Tovabba, igy a feladatmegoldas nagyobb kihivast
tud jelenteni foleg olyan feladatok esetében, ahol nem egyértelmii a szerkesztés elsd 1épése sem
vagy (€s) nem egyértelmi a szerkesztéshez sziikséges harom megadott adat sem (lasd 1. abra).
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Megoldas megszerkesztése

Bérmilyen hdromszog szerkesztési feladat GeoGebraban torténd létrehozéasarol legyen szo, elsd
lepésként meg kell szerkesztenilink a helyes megoldast, megoldasokat (lasd 2. abra). Ez a helyes
megoldas fogja nyujtani a viszonyitasi alapot a GeoGebra appletnek, ami alapjan ki tudja értékelni
a késobbiekben a megoldé didk valaszat.

Szerkessz derékszdogl haromszoget, P

ha az atfogohoz tartozé magassag hossza 4 cm,
és az atfogohoz tartozé sulyvonal hossza 4.9 cm!

2. abra: A feladathoz tartoz6 helyes megoldas megszerkesztése, majd elrejtése
Forras: Képernyokép, GeoGebra applet

Miutan megszerkesztettlik az adott feladat helyes megoldasat, ezt a megoldast az 6sszes
segéd szerkesztéssel egyiitt rejtsiik el az applet feliiletér6l — Alakzat mutatasa bedllitasnal tudjuk
ezt megtenni. gy a megold6 szamara ez a megszerkesztett helyes megoldas nem lesz lathatd. A
feladat helyes megoldasanak megszerkesztése ¢€s elrejtése tekinthetd a haromszog szerkesztési
feladatok interaktiv, automatikusan kiértékelddo appletként torténd elkészitésének elsd 1épéseként.

JavaScript hasznalata

Az interaktiv appletek fontos funkcitdja a kiértékelés, amely a megoldd altal megszerkesztett
megoldas helyességét ellendrzi. Ezt az ellendrzést egy eldre megirt JavaScript kod végzi, ezért is
nem szikséges (és nem is elvart), hogy a matematika tanar rendelkezzen ilyen szintii informatikai,
vagy kodolasi tudassal. Az ellendrzés funkcié mitkodéséhez a lent talalhatd JavaScript kodot
szlikséges az appletben a megfeleld helyre beilleszteniink. Ezt meg tudjuk tenni barmely az applet
fellletére helyezett elem vagy objektum bedllitasain beliil a Script—Globalis JavaScript
meniipontokat kovetve érheté el. A Globalis JavaScript alatt talalhatdé feliileten keriil
felhasznalasra a mar eldre megirt JavaScript:
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function ggbOnlnit() {
ggbApplet.debug("ggbOnlInit™);
ggbApplet.registerAddListener("newObjectListener");
ggbApplet.registerUpdateListener("myUpdateListenerFunction™);

¥

function myUpdateListenerFunction(obj) {
if (obj =="result") {
var finished = ggbApplet.getValueString(“finished");
var res = ggbApplet.getVValueString("result™);
if (res.indexOf("true™) > -1) {
if (finished.indexOf("true™) > -1) {
ggbApplet.setVisible("resultl”, true);

}else {
ggbApplet.setVisible("result2", true);

}

}else {
ggbApplet.setVisible("resultl", false);
ggbApplet.setVisible("result2", false);

¥
¥

function newObijectListener(obj) {
var finished = ggbApplet.getValueString("finished");
if (finished.indexOf("true") == -1) {
if (obj !="finished") {

var cmd = "finished = AreCongruent(" + obj + ",solution)";
ggbApplet.debug(cmd);
ggbApplet.evalCommand(cmd);
finished = ggbApplet.getValueString("finished");

¥
¥
¥

Részletezve a fenti JavaScript miikodését, a script az Osszes a megoldd altal

megszerkesztett objektumot megvizsgalja és Osszehasonlitja az altalunk elsé 1épésben
megszerkesztett és elrejtett helyes megoldassal. Ha azok egybevagdsagat megallapitja, akkor
helyesen megoldott feladathoz jutunk és a megoldast igaznak értékeli.
Ezt ascriptvar cmd = ""finished = AreCongruent(** + obj + **,solution)'*; sora végzi, ami az 6sszes
Ujonnan megszerkesztett objektumot 6sszehasonlitja a ,,solution” nevii helyes megoldassal (lasd
3. &bra — az ujonnan szerkesztett z1 haromszoget dsszehasonlitja a helyes megoldassal, és mivel
nem egybevagok, ezért a megoldast hamisra értékeli, tehat nem sziletett helyes megoldas). Ha
nem szeretnénk a scriptben ezt a ,,solution” kifejezést megvaltoztatni (az altalunk megszerkesztett
¢és elrejtett helyes megoldas nevére), akkor sziikséges az elsé 1épésben megszerkesztett helyes
megoldasunk nevét a scriptben tallhaté ,,solution” névre megvaltoztatni. Igy a rejtett megoldas
neve ,,solution” lesz, és miikddni fog a JavaScript altal vezérelt ellen6rz6 funkcio.
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f;C 0 : N Szerkessziink haromsziget, ha adott az egyik oldala 5 cm,
Cyyuiiva ~ és a masik két oldalhoz tartozé silyvonal 4.7 cm és 6.3 cm! C k’
hy: Szakaszfelezé(f;) : oo o
O L °
L
= x=223
Logikai érték

finished = Egybevag6E(zy, solution)

= false

O [C] help = false : ; 7
O [] megoldés = false H

O [ result = false :
3. dbra: A finished valtozo false, tehat a megszerkesztett hAromszdg nem egybevagd a helyes megoldassal
Forras: Képernyokép, GeoGebra applet

Az dsszes megoldas scriptbe vétele

Osszes lehetséges megoldason érthetjilk az Gsszes egybevagd (szimmetrikus) helyes megoldast
(lasd 4. abra) is és/vagy a nem egybevagd helyes megoldasokat. Mivel a szimmetrikus megoldasok
ugyanazon gondolatmenetet kdvetnek, ezért ebben a munkéban a nem egybevagd helyes
megoldasok scriptbe vételére szenteliink idot.

Szerkessziink haromszoget, ha adott egy
oldalanak hossza 5.5 cm, a hozza tartozé

stlyvonal 7 cm és magassag 4.2 cm!

4. bra: Egy feladathoz tartoz6 négy szimmetrikus, egybevagé megoldas
Forras: Kepernyokép, GeoGebra applet

A haromszog szerkesztési feladatokban tipikus okozoja tud lenni a nem egybevago
megoldasoknak a magassagvonal helyzete. Az 5. abra szemlélteti a két nem egybevagé helyes
megoldasat a feladatnak, egyik esetben a magassagvonal a haromszogon belil, mig a masik
megoldas esetében a magassagvonal a haromszdgon Kivil talalhato.
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Szerkessziink haromszoget, ha adott egy oldala
5.8 cm a hozza tartozé magassag 4.9 cm és egy
masik oldalhoz tartozé6 magassag 4 cm!

/€
5. abra: Egy feladathoz tartozo két kiilonbozo, nem egybevago helyes megoldas
Forras: Képernyokép, GeoGebra applet

Ezen megoldasok felismerését és a feladat helyes kiértékelését az el6z6 JavaScript kod
bovitésével tudjuk elérni. Miutan megszerkesztettilk, atneveztiik (solutionl és solution2) és
elrejtettiik a mindkét helyes megoldast, a script kvetkezo sorat ilyen mdodon bovitjiik:

var cmd = *‘finished = (AreCongruent(** + objName + ™, solutionl) || AreCongruent(’* + objName + ™,
solution2))™;

Ez lehetdvé teszi szdmunkra, hogy kiillonb6z6 visszacsatolast tudjunk biztositani a
megoldo felé a megszerkesztett megoldasok szdmatol fliggéen, gondolva itt akar kiilonbozo
pontbeli vagy szoObeli visszajelzésre és értékelésre. A GeoGebra appleteken belll szdveges
visszajelzések biztosithatok, amelyek a finished valtozo értékétdl fliggden jelennek meg (helyes,
helytelen vagy részben helyes megoldasra utald visszajelzés). Az appleteket kiilonbozd tanulés
menedzsment rendszerekbe integralva pedig a rendszer felismeri a finished valtozét és annak
értéke alapjan pontozza a megoldot.

Véletlenszerusites

Egy tovabbi fontos lépés a haromszog szerkesztési feladatok appletjeinek Iétrehozasa soran a
véletlenszerisités. Mivel ezek az appletek vizualizacids szerepiik mellett nagyban alkalmazhatok
e témakor feladatainak gyakorlasara, hazi és beadandé feladatok szamonkeérésére, ezért az Ujboli
feladatmegoldas soran sziikség van a feladat szovegében megjelend adatok véletlenszeriisitésére.
J6 modszer lehet ennek elérésere a véletlen cstiszkak hasznalata (lasd 6. abra), szem el6tt tartva a
megoldas megszerkeszthet6ségét, kinézetét (pl. ne legyen belsé szoge 10°-nal Kisebb) és keriilve
azt, hogy bizonyos megszerkesztésre keriild metszéspontok ne essenek ,,til kozel” egyméshoz —
kényelmetlenséget okozva a szerkesztés soran.
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Szerkeszd meg a hiromszoget, ha adott c = 7.6 cm oldala, a kiré
irhatd kbrénck a sugara 4.3 cm, és egy misik oldal hossza 1.9 cm!

6. abra: Véletlen csuszkak haszndlata a feladatban szereplo adatok véletlenszertisitésére
Forras: Képernyokép, GeoGebra applet

Ha wvéletlen csuszkdk ¢és maés kiillonbozd véletlenszeriisitési modszereket hasznélva
szerkesztjiik meg elsé 1épésben a rejtett helyes megoldast, akkor biztositjuk, hogy ugyanazon
feladatot megnyitva a didkok kiilonb6z6 adatokkal taldljadk szembe magukat, valamit ugyanazon
feladat Gjbdli megoldasa sorén Gj kihivassal szembesuljenek.

BEFEJEZES

A kiilonb6z6 matematikai szoftverek és dinamikus geometria kornyezetek nem a tanar
helyettesitésére szolgalnak, hanem inkabb azok kezében hatékony eszk6zdkké valnak, beépulve a
tanitasi-tanulasi folyamatba. A bemutatott modszerek alkalmassa teszik a matematika tanart, hogy
sajat elképzelései szerint automatikusan kiértékelddd, véletlenszerli adatokat tartalmazo,
automatikusan kiértékelddo interaktiv appleteket hozzon 1étre haromszog szerkesztési feladatokra.
Ezek az appletek akdr 6nmagukban appletként vagy a GeoGebra weboldalan, akar tanulas
menedzsment rendszerekbe integralva megkonnyithetik a tanar munkajat, a didkok szamara
szorakoztatd feladatmegoldast és tanulokdzpontlsagot biztositva.
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